Exercices d'applications et de réflexions sur les nombres complexes (Partie 2) 


Exercices avec solutions 
PROF : ATMANI NAJIB 


2eme BAC SM 


NOMBRES COMPLEXES 


Exercice1 : donner la forme exponentielle des 
complexes suivants : 


1) z =2+2i z =1-iV3  3)2Xx2, 
4) + 5) (2) 
Z2 


Solution :1) z =2+2i |z|=V2* +2 = 4/8 = 2/2 


2+2i= (ti) 217 cos + isin 


Donc : z, = 2V2e * 


2=1-3 lalo J0 +5} = 4-2 


ERA eT) 12,43 = Co in 
2 2 3 3 


Donc : z, = 2 vos 2) sin 2) 
3 3 


Donc : z, =2e ? 


3) ZXZ 


Ll) E ATE x 2e > = 4/2e + 


da (a 27 
4) a 220% 222 05) RS Dose 
- 2e 5 . 


12 
E -i122 
5) (z, y = 2e ; | bé 


Exercice? : en utilisant la Formule de Moivre 


1)montrer que : sin 20 = 2sin O cos 0 
Et que : cos20 = cos’ 0-sin 4 VOER 


2)montrer que : cos 30 = 4cos” 0 — 3cos 0 
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Et que : sin30 = 3sin0—-4sin 0 VOER 


3)montrer que : cos 40 =8c0s* 0—8cos 0 +1 


Et que : sin 40 = 4cos” Osin 0 —4cos Osin? 0 


Solutions :1)d'apres Moivre on a : 


(cos 9 +isin oy — cos 20 +isin 20 
Et on a : (cos@+isin0) = cos” O —sin” 0 + 2i sin O cos 0 
Donc : cos” O—sin* 0 + 2isin O0 cos 0 = cos 20 +isin20 


Donc : cos 20 = cos” 0 -sin” 0 et sin 20 = 2cos Osin 0 
2) d'après Moivre on a : 

(cos 9 +isin 0) = cos 30 + isin 30 

(cosO + isin 0) =c0s 0+ 3(cos 0) ¡sin + 3cos 0 (isin 0) +(isin 0) 
= cos” 9 —3cos Osin” 0 + ¡(3cos” Osin —sin' 0) 

Donc : 


cos” 9 — 3cos Osin? 0 + ¡(3cos” Osin 0 —sin' 0) = cos 30 + ¡sin 30 


Donc : sin 30 = 3cos” sin 0 — sin’ O 
Et : cos 30 = cos” 0 — 3cos O sin? 0 

= cos” 0 —3c0s 01 — COS” 0) 

Donc : 


cos 30 = cos? 0 —3cos 0 + 3cos? 0 = 4cos? 0 — 3cos 0 
Et sin 30 =3cos? Osin 0 —sin' @ =3(1-sin” 0)sin0 -sin O 
= 3sin 0 — 4sin” 0 


3)montrons que : cos 40 =8c0s* 0-8cos” 0 +1 


1 


Et que : sin 40 = 4cos? Osin9—4cosOsin” 0 ? (4) (54) 
ip + 
3) d'après Moivre on a : 
= 4 nd 
(cos9+isin 9) =cos49 +isin40 (Cette égalité nous permet de déterminer la forme 
(cos8-+isin oy cos! 0+4(c0s9) O trigonométrique de la somme de deux complexes 
de méme module) 


—4i cos Osin? O + sint 0 a - 


i— TE q 
5 iZ 
2)on pose :u =3e ° et v=3e7 et u =1+e? 
Donc : cos 40 = cost 9-—6cos” Osin? O + sinf 0 


T 


Et u, =1-e? 


Déterminer le module et l'argument du nombre 


Et sin 40 = 4cos? Osin 0 —4cos Osin? 0 


Donc : 

complexes :u+v ; U et u 
cos 40 = cos” 0 — 6cos” o(1 — cos” 0) de (1 — cos” 9) P i i 
| Solution :1) à vérifier 
Finalement en a donc : 


2,5 Fa 5 F 
cos 40 =8cos* 0 —8cos* 0 +1 2)a) u +v=3e > +3e -afe +e 
Et que : sin 40 = 4cos? Osin 0 — 4 cos Osin’ O Ve a ao 

U +v = 30155) Us) + e (omia) 
Exercice3 : Linéariser : cost O : i 
Solution :On a : 1 21 
Wa. P ¡SIMS 
(a+b) = a +4ab+6a°b° +6ab +b* 1 41814 1 u+v=3e | ¿Bye MS 
1 5101051 
i jg Ni triangle de Pascal 
, 00 à oi? riangle de Pasca 
Donc : cos” O = a 


( 67 
IT las 
U+V= 6cos| Z Je (55) et puisque 


4 
1 | o OS Aa 
-(3 (et o 10 +6e Że 210 +3ee 310 +e 10) 


Gcos| Z | > O alors : [ze + v| — 6 Cos 6 
35 35 


Et arg(u+v)= 2 [27] 


OKON 


Ed i 
bu =1+e*? =e e 


_ 1 (e 3e + 6432 + e) 
16 


"a (0004 070) 46) 


16 
1 
= 16 (200540 +3» 2c0s 20 +6) 
Car e"? +e "© =2cosn0 U, = As, A) + AS = 2 COS a Xx As 
Donc : cos* 0 = = ¿(cos 40 +3 cos 20 + 3) 
Car : d’après Euler e”? +e "* = 2cosn0 


Donc : D AD epa 
8 8 8 (5) 
alors : u, =V3xe °/|u,| = V3 


Et arg(u, = [27] 


Exercice4 :1)Montrer que (V(«, 6) € R? 
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IN 


PANNE 3) D D D ? 
| ) 4 4 


Onan e ¿0 _ pri 
2i 
7 z JS y [Donc : 
EE g 
6 6 6 . 6 l AN3 
U, =€ e e = —2i sin — x e Mgt ES | da | 
Ñ sin 0=| £ í le] ale) e e fe) -eeN 
2j ĝi 
Car : d’après Euler e”? —e"* = 2i sins n0 sin? 9 = an 3678 90 300. 20 _ e=) 
Si 
| : (2) E ne IF SN Sn. 
alors : u, =—ixe ue, | =1 sin" 0 = alle e) -3e 0) 
Et arg(u,)=-5 + < [27] donc : arg (u) =" [27] Et on a : 2isinn9=e""—e”"” donc : 
=-2 (2isin30 -3x 2isin 0) =— Ésin30 +2 sinó 
Et arg(u,) =-2 + < Lx] donc : arg(u,) =- [27] Si 4 4 


dl e 
Exercice5 :1) en ii la formule d'Euler 4) sin E COSA PORIE 


Montrer que : cos? 9=1+2982% eR ¿0 o 
2 On a : sinl = 7 et 0eR 
l 
2) Montrer que : cos? 8 = 700830 + cos 0 
¡0 SON 
: À E -=E 
3) Montrer que : in Ø=- sin 30 + sing OER a EE | 
e l l 3 1 y4 HAD i O AN2 anly O vd 
4) Montrer que : *+0=c0840-=c08s20 += ata 1(,0Y 4f i0\ ie 0 [-i0\" Alib ( 10 -i0 
) q sın T UR Te sin ee (e) Ae") e +6(e”) (e ) Ale ] (e ] +(e ) 
5) Linéariser : a) sin” Q D) cos” Osin? O int 0= (e #6 _ 4e e +6e” 70400 +e"*) 
2 e°+e i a A 
Solution :1)On a : cos x= nr = 16 
sin“ 0 = (af de + 6+ (et + 00) 
2 

l 2i0 210 
=| — # +9e°e * e” | e 

(3 S ) Ona:e"+e" = 2cos(nô) donc : 

ls e 1 cos 20 +1 
= (e +e #8 +2) == (2cos 20 + 2) = == sint @ = | (—4x2cos20+6+2cos40) 

4 4 2 16 

1 3 

2) cos" 9 = 7 C0830 +7 cos 0 í sin* Ø = = (-4e0s 20 +3 + cos 40) 


3 e te” Li ay IN AN O Y pie 
COS ee -l | +3(e | e” +3e e | +(e j 8 2 8 


5)a)On a: 
TAH i20 io i0 -i20 | „i30 
COS DC +3e -e ‘+3e e “ +e ) (a-b) = sa bala b -106a*b? + Sab* —p? 
O i03 _i30 ¡0 -i0 | ANS 
COS 0=-((e +e )+3(e +e )) e 09 ¿70 
Donc : sin 0 =| ——— 
inĝ —in0 21 
Ona: e” +e" =2cos(n8) donc : 
y Y 
e 1 (2008 TE TE N 9) _ a 30 + OS 0 E (e 519 _ ¿410 ¿710 | 1 (9p30 210 _ 10e 20 30 | 5e ¿410 05) 
8 4 4 21 
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_ -— (e — 5e’? 410e? —_ 10e * + 5e 3 0%) 
321 


=- (e ple =5(e* -e*)+10(e" e) 


= "(sin 50 Ssin 30 + 10sin 0) 
Car e”? -e "0 =2isinn0 
E 1 . 5 . D: 
Donc : sin” x = = —— sin 50 + — sin 30 — > sin 0 
16 16 8 


0 . 10 Y iO -i0 N? 
5)b) cos” Osin* O = AA [E REN 
2 21 


j —5i0 3i0 —3i0 10) —i0 
PRE i -(e” —e i )-2(e e” )) 


l (2isin 50 — 2isin 30—2x?isin O) 
—321 
= — L (sin50—sin30—2sin 0) 
16 
Exercice6 :Déterminer les racines carrées des 


nombres complexes suivants :1) Z =5 
2)2=-4 3)2=-3+4 
Solution : 1) z =5=(V5) -(-V5) 

Donc : les racines carrées de Z =5 sont : 

6, = V5 et 6, =-45 

2) z =-4=(21) =(—2i) 

Donc : les racines carrées de Z, =-4 sont : 
0, = 21 et ó, =-21 

3) z =-3+41 

Soit $ les racine carrée de Z, donc : 0 =z, 


On pose: 9=x+iy avec xeR et yeR 
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Donc : 62 = x2- y? + 2ixy = 2, et [6] =|2,| 


par suite : 4x? +y? =./(-3) +(4) =5 
2xy = 4 


DES 
& 42, =8 y=22 et puisque xy=2>0 
xy = 2 


donc : Ó =1+2iet ô, =-1-21 

4) z, =-3-12 

Soit & les racine carrée de Z, donc : 9 =2, 
On pose: 5=x+iy avec xeR et yeR 


Donc : 62 = x2- y? + 2ixy = 23 et || =|2,| 


x -y =-3 
par suite : x° +y? =./(-3) +(4) =5 
2xy=4 


al 
S32y'=85 y=12 et puisque xy=2>0 
xy=2 


donc : 0, =1+21et ô, =-1-21 


Exercice7 : Déterminer les racines carrées des 


nombres complexes suivants : 


123=-2 2)z,=cosa-2 3) 2,=4-21 


4) z, =A-3I 
Exercice8 :Résoudre dans C les équations 


suivantes : 1) (E):27-2+2=0 
2) (E):z°-z-2=0 


3) (E): 2? -22+1=0 


4) (1+i)z°-(1+7i)z+14+12i=0 
Solution :1) (E):27-2+2=0 


A=b -4ac=(-1) -4(2)=-7=(: 7) 


INT 1 A7 


Donc les solutions sont : z, = a = a 


Donc les solutions sont : z, = 


e) 


Z2 
Donc : S ={-1;2} 
3) (E): z —2z+1=0 


A=b? -4ac=(2) -4=0 


L'équation (E) admet comme solution le complexe 


4) (1+i)z°-(1+7i)z+14+12i=0 


A=b?—4ac=(-(1+7i)) —-4(1+i)(14+12i)=0 


A = —56—90ù 


On va Déterminer les racines carrées de A 
Soit Y une racine carrée de À donc : 5 =A 


On pose: 5=x+iy avec xeR et yeR 


Donc : 62 = x?- y? + 2ixy = Z, et DE = |A 


par suite : 2x? + y? =,/(-56) +(-90) =106 


2xy = —90 
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2x =50S x=+5 
S4 y =81S y=+9 et puisque xy = -45 =< 0 
xy =-43 


donc : 6 =5-9iet ô, =-5+91 
donc : 6=5—9; est une racine carrées de A 
Donc les solutions sont : 
—=b+0 1+7i+5-—091 
A — TERT 
2a 2(1+i) 


-b-ő_ 1+7i—5+9i 
2a  2(1+i) 


et Z= 
donc : 2, =1-21 et z, =3+51 
donc :S ={1-2i;3+5i} 
Exercice : soit ze C on pose : 
P(z)=7 —27+2 
1)calculer : P(1-i) 
2)en déduire dans C la résolution de l'équations 
P(z)=0 
Solution :1) 
P(1-i)=(1-i} -2(1-i)+2=-2i-2+2i+2=0 
Donc 2, =1-—1 est une racine de de l'équations 
P(z)=0 etona: z +z, =-2 donc: 
a 


EA =- donc 2, =2+1-1=1+1 


Par suite : S={1-i1+i) 
Exercice10 :Résoudre dans C les équations 
suivantes : 1) (z? +9)(2 -4)=0 


2) z? -62+13=0 


3) (4c0s0)2"-2(c0520)z+isin9=0 avec : 0003 


Solution : 
1) (2 +9)(2?-4)=0 ssi 2?-4=0 OÙ z°+9=0 
5 


Ssi z? =4 où z? =-9 3) 3iz° +(1-21)2+5i+1=0 
Ssi ¿=/40U ¿=-/4 OU Z =i ou? = -yoi Exercice12 :1) Résoudre dans C l'équation : 
Ssi : z=2 ou z=-20u z=3i OÙ z=-3 


Donc : S = {—3i;3i;—2;2} 


z” —8z +17=0 


2) Soit P(z)=z? +(-8+i)z?+ (17-8i)z+17i 
2) z’ —6z+13=0 ) ( ) ( ) ( ) 
a) Montrer que l'équation P(z) = 0 admet un 


— h2 — | — = = — = y 
A =b" -4ac=(=6)' -4(13)=36-52 = (4i) imaginaire pur unique comme solution. 


Donc les solutions sont : z, = oa = 3 +2i b)déterminer les réels a;b;c tels que : 
Ez = 7 =3-2i donc : S ={3—2i;3+ 2i} P(z)=(z +i)(az + bz +e) 
3) (4cos@)z" -2(cos20)z+isin 9 =0 c) Résoudre dans C l'équation : P(z)=0 
A = (2(cos 20) y —4(4cos@)(sin 0) i Solution :1) z* -8z +17=0 
A = 4cos” 20 —16icos O sin 0 A=b* -4ac =(-8)' -4(17) = 64-68 = (2i) 
2 . . . 8 +21 ; E . 
We 4 (cos 20 — 4i cos Osin 0) les solutions sont : z, A et z =z =4-1 


On a: 2cosOsin9=sin20 et cos 20 =1-sin" 20 jonc: s =[4-54+D 


Donc: A= 4(12+5 x sin” 20 —2isin 20) 
2)a)soit z, =bi Une solution imaginaire pur de 
Donc : A=(2(1-isin20)) 
| l'équation P(z) = 0 donc : 
les solutions sont : z, = A A e E Zo L (=8 Ÿ ¿zo + (7 = 8i ) Zo +171=0 
2(4cos 0) 
Donc : (bi) +(-8+i)(bi) + (17-85) (bi)+17i=0 
na 2(c0s20)-2(1—isin20) 
GN 2(4cos 0) Donc : —ib? —-(-8+i)b"+ 17bi +8b +17i =0 


| cos 20 +1—isin 20 Donc : —ib? + 8b° —ib?*+ 17bi + 8b +17i 0 
les solutions sont : z; = E o 
COS 


Donc : sb? +8b +i(—b* -b°+ 17b +17)=0 
ea cos20-—1+1isin20 
el : Sre S O O ON 2 As 7 
2 TT af +8b=0 SRE 


3 p2 Ml 3 p2 B 
et on a: cos20-—1=-—2sin?0 et cos20+1=2c08s20 -b -b+ 17b+17=0 b -b+ 17b+17=0 


donc : z 200520 ¡2sin0cosO _ cosO-isinO |, [PET 
+ 4cos O g 2 -b° -b°+ 17b+17=0 


— sin 20 +isin 0 cos 0 b=0 ne vérifies pas -b° -b°+ 17b+17=0 


et z, = 
- 2 cos 0 


Car -0° -0%+ 170+17%0 
Exercice11 :Résoudre dans C les équations 


suivantes : 1)z’+2z+5=0 2)2z°+3iz+(1-i)=0 b=-1 vérifies -b° —b*+ 17b+17=0 Car : 
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(1 -(-1) + 17(-1)+17=0 
Donc : b=-1 donc : z, =(-1)i=- est l'unique 


solution imaginaire pur de l'équation P(z) = 0 


2)b) (z +i)(az? + bz +0)=az' + bz° + cz +aiz” + biz + ci 


P(z)=az +(b+ai)z" +(c +bi)z +ci 


Eton a: P(z)=2 +(-8+i)z"+ (17-8i)z+17i 


a =] a =] 
b+al =-8+1 b=-8 

Donc : Je +pi=17-8i 7 Je-8i=17-8i 
ci =17i c=17 


donc :a =1 et b=-8 et c =17 

Donc : P(z)=(z+i)(z? -8z +17) 
2)c) P(2)=0=(2+5)(2? -82 +17)=0 
Sz?-82+17=0 où z+i=0 

< zZ =4+1 OU z, =4-—i OU z =-1 


Donc : S={4-i;4+i; 


Exercice13 : 

Soit P(z) = z° +(V3-i)z +(1-¿43)2-i =0 
1. Montrer que l'équation P(z) = 0 admet un 
imaginaire pur comme racine. 


2. Résoudre dans C l'équation (E). 
Exercice 14: soit dans C l'équation : 


Soit (E):2°+2(V3-1)z+4{1-V3)z-8-0 


1) Montrer que 2 est une solution de l'équation (E) 


2) monter que : 
z +2(43-1)z +4(1-43)z-8=(z-2)(2 +2/32+4) 


3)Résoudre dans C l'équation (E). 
Solution : 


1) 2+2(43-1)2+4/1-4/3)2-8=8+8(v3-1)8+8/1-43)-8 


=8+8/3-8+8-8/3-8=0 
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Donc : 2 est une solution de l'équation (E) 


2) (2-2)(27 +2./32+4)= 2° 420827 +42-22? -443z -8 
= 2 +2(V3-1)2? +4(1-43)2-8 

3) P(z)=0<(z-2)(z° +23 +4)=0 
Sz+2/32+4=0 ou z-2=0 

On va résoudre : z? +2V3z+4=0 

A =b -4ac=(2/3) -4(4)=12-16=(25) 
Donc les solutions de l'équation z? + 2/32 +4=0 


_ 243 +2i 
2 


A = 43 +i et z =z =V3-i 


Donc les solutions de l'équation (E) sont : 
z =V3+i et z, =V3-i et z =2 


Donc : S = (43: V3 +52) 


Exercice 15: Résoudre dans C les équations 
suivantes : 


1) 2Z°-2Z+5-0 2) 37° -37° +2Z-2=0 


Solutions :1) 2Z°-2Z+5-0 A =-36 
Donc : 4 = = 7 ee 


Donc: s > | A 
2 2 


2) 37° -3Z*+2Z-2=0 

On remarque que 2 est solution 

donc :3Z°-3Z°+27-2 est divisible par : z—1 

La division euclidienne de 3Z”-3Z*+2Z-2 par : 


2-1 nous donne : 37°-37°+27-2 =(Z-1)(3Z*+2) 


2 
mano z -tozi ou zab 
3 3 3 


Donc les solutions de : 3Z*-3Z*+2Z-2=0 


sont:Z=1 ou z=i ou z=? 


Exercice16 : soit dans C l'équation : (E) 
P(Z)=Z"-(16-i)Z" +(89-16i)Z +89i =0 

1) Montrer que l'équation P(z) = 0 admet un 
imaginaire pur z, à déterminer 

2)Résoudre dans C l'équation (E). 

Solution :1)P(z) = 0 admet un imaginaire pur 


2% =ib AvecbeR 


P(4)=0 (ib) -(16-i)(ib) +(89—16i)ib + 89i = 0 


S 16p? +16b + ¡(-b' -p +89b+89)=0 


16b° +16b=0 
= 
-b° -b° +89b +89 =0 


P(4)=0Sb=-1 


Donc : P(Z)=0 admet un imaginaire pur z, = —i 


2) z =—i est une racine de P(z) 
donc : P(z) est divisible par : ¿+21 


donc : P(Z) =(2+5)(2 +az+B) 

P(Z)=2" +(i+a)z" +(0+B)2+ Pi 

Et on a : P(Z)=Z* -(16-i)Z* +(89-161)Z +80: 
Donc : [a =-16] et Pp = 89 

Donc : P(Z)=(:+1)(:° -16:+89) 

On va résoudre l'équation : 2° —16z +89 = 0 


A=-100 donc : z, =8-51 et z, =8+51 


Donc : les solutions de(E) :S =(—i;8—5i,8 +51) 
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B 1+ 143 

V2 +i2 
1)Donner la forme exponentielle et la forme 
algébrique du nombre complexes z 


Exercicel7 : soit: z = 


2)en déduire : e di et sip H7 
12 12 
Sinz E a g e 
Solution :1) z =e” 4— =e? 4 =e 2 
2e * 
má (MiB) V6+/2+i[6-12) 
peas EIA. ARANA) 
A 4 7 


Mz | (16 +12) 


2) sin = et cos 


12 4 12 4 
V6 +/2 Je 
12 4 12 4 


Exercice18 : déterminer Les racines 4éme de 
l'unité 


Solution : Les racines 4éme de l'unité sont : 
kz. 


U, =€” Ou k€(0,1,2,3) 


OZ . E. 
Tuse” =e el Juse =i 
| ui 
3) u, =e” =-1 4) u¿=e* =-—1 


Exercice19 : Ecrire sous les formes algébriques 
les racines 6ième de l'unité. 
Exercice 20: Considérons l'équation : (E) : 


z? =Z 1)Montrer que si z À 0 et z solution de (E) 


Alors |z| = 1 
2- Résoudre l'équation (E) 
Exercice 21 : 


1) Résoudre dans C l'équation : 2 = 412 +412: 


2) Ecrire les solutions sous leurs formes 
algébriques et déterminer : 


cos (11/12) et sin (11/12). 
Exercice22 :1)Résoudre dans C l'équation : 


A —f3iz-1-V3i=0 


2) En déduire sous les formes trigonométriques et 


algébriques les solutions de l'équation : 

A _ 32 —)3;=20 

Exercice23 : Dans le plan complexe (Oii,j); on 
considère les points : A ;B ;C d'affixe 
respectivement z, = 3+5i ; z, = 3-5i ; z =7+3i 
Et soit Z l’affixe de M’ l'image de M (z) par la 


translation t- tel que aff(ü )= 4-21 


1)montrer que : z'=z+4-—1i (l'écriture complexe 
de la translation de vecteur u ) 


2) verifier que le Point C est l’image de A par t- 
3) déterminer Z y l'affixe de B’ l'image de B par la 
translation t- 

Solution:1) T(M) = M' => MM'=ú 

S Zy im =Z% © Zy = Zy +t 27=2+2% 


& z'=z+4-2i (l'écriture complexe de la 
translation de vecteur u) 


2)on a: z, = 3+5i 

Donc : z'= 3+5+4-21 

Donc : z'= 7+3i= zo 

Donc: le point C est l'image de A par t; 
3)On a: z = 3-5i Donc: z'= 3-5:+4-—72: 
<> z= 1-7= Zp 


Donc l'affixe de B’ l'image de B par la translation 


t- est Z pr == 
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Exercice24: 
1- Donner l'écriture complexe de la translation 


t-z; qui transforme A(1-2i) en B(-4+3i) 
2- Déterminer l’image du Point C( 2 + 20/24 ) 


t— 


par la translation 4735. 


Exercice25 :Dans le plan complexe (0;i,j), on 
considère le points : A d'affixe 2, = 3+5i et soit 
Z affixe de M' l'image de M (z) par l'homothétie 
de centre Q(3;-2)) et de Rapport k =4 


1)montrer que : z'=4z—9+6i (l'écriture 
complexe de l'homothétie h(Q,k)) 

2) déterminer Zx l'affixe de A” l’image de A par 
'homothétie h(Q,k) 


Solution:1) 2,64, (M) = M' > QM' = QM 


O 2 = 4z + zo (1-4) S 2' = 4z -3(3-2%) 
& z =42-—9+61 


2)ona: z= 3+5 et 2 =42-—9+61 
Donc : 2 =4(3 +51) - 9 +61 


Donc Zy = 3 + 261 


Exercice 26: 

1- Donner l'écriture complexe de l'homothétie de 
rapport 2 et qui transforme A(1-2i) en B(-4+3i) 
2- Déterminer l'image du point C(-1+5i) par 
'homothétie h. 

Exercice27 :Dans le plan complexe direct 


(Oii,j); on considère les points : A ;B d'affixe 


respectivement z, = 7+21 ; z, = 4+8i 


Et soit Z'l’affixe de M' l'image de M (z) par la 
rotation rde centre B et d'angle e 


1)montrer que : 2' = iz + 4i +12 (l'écriture 
complexe de la rotation r) 
2) montrer que l'affixe du point C l'image de A 


par la rotation rest zę = 10+11 
Solution :r(M)=M'e zy =e% (zm —2p)+2p 
S z'=e? (z — 4 — 8i) + 4 + 8i 
Ed A = (cos + isin E )( 4-85) +2 
2 2 
& z'=i(z-4-8i) + 4 +8 
Oz =iz-4+8+4+812 


> z’ = iz + 4i +12 


2jona: z,=7+2i 


Donc : 2" =1(7+23) +43+12 


Donc : 2=7i-2+4+12=11;+10 cafd 
Exercice 28:Déterminer l'écriture complexe de la 


rotation rde centre Q (1+i) et d'angle Z 


Solution :r(M)=M' © 2 = e" (z - zo ) + 2o 


37 


<z =e ^ (2-1-¿)+1+1 
A ES 


[Rp eee 


2 


Dz Brasil 
2 
Exercice29 : Soit la rotation rde centre Q (i) et 


transforme O en o ue 


Déterminer L'angle de cette rotation 
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Solution :r(M)=M'> 2 = e" (2-2) +2, 


Dz =P (2 4)+i 
Et puisque : r(0)=0' alors : 


RER 


re ER 


=e” (0-i)+i 


Jti 
2 


Donc : 9 = = [27] 


L'angle de cette rotation est > 


Exercice30 : 

1- Montrer qu'il existe une rotation R de centre 
Q(3+i) qui transforme A(2+4i) en B(6+2i) 

2- Donner l'écriture complexe de la rotation R 
3- Déterminer l'image de C(-1+31) 

Exercice 31: Soit f une transformation plane 
qui transforme M(z) en M' (z') tel que 


z'=—27+3-7% 
Déterminer la nature de la transformation f 


et ses éléments caractéristiques 


Solution : Soit : © = 


on a :Le point O(w) est 
— a 


: | b 
un point invariant par f: © = LL 
— à 


z =>=210E3S=3 
D'où: 


en faisant la différence on 
© = —2@ + 3 — 3 


obtient : z' — w =-2(2- œ) qui se traduit par 


QM'=-20M Donc :f est 'homothétie de centre 
O(w= 1-2) et de Rapport -2 

Exercice 32 : Soit u un complexe non nul, et f la 
transformation plane qui transforme M(z) en 

M' (z') tel que : z'=uz+i-u 


Déterminer la nature de la transformation f 
et ses éléments caractéristiques dans chacun 
des cas suivant :1) u = 1 2)u=-=3 


10 


3)u=j 4) u 4-43 L'angle de la rotation est : 5 
Exercice 33 : Dans le plan complexe direct Exercice 34 : soit ABC un triangle isocèle et 
(0;i, j), on considère le point : A (i ) et la rectangle on A tel que : (AB, AC) = > [27] 

et soit À la rotation de centre À et qui transforme 


; IT 3 
rotation À. de centre O (0) et d'anqle — et soit R 
i (0) 9 6 '¡BenC et soit la translation T = ts 


la rotation de centre A (i ) et d'angle A Déterminer : F; =RoT et F,=ToR 


Solution :on considere (4;4B,AC) comme 
Déterminer la nature de la transformation R, ° R, 
repére normé donc : L'angle de la rotation R 


et ses éléments caractéristiques —— 
est : (AB, AC) 
Solution :soit un point M (z) 


On pose : R,(M)=M'(2') et R(M')=M"(z") donc : R la rotation de centre A (0) et d'angle A 
R,(M)=M'(2) => er (z — zg) Ag donc : R(M)=M'(2)= aa e (2 — 24) F2 
z Donc l'écriture complexe de la rotation R est. 


= 
< z' =e z Car z, =0 R(M)=M (2) > z' = iz 


TT 


Etona: R(M)=M"(2) 2 = (2-2,)+2, l'écriture complexe de la translation translation 
af oa > P T=t; est: z" =z+1 
E =. e z-i ties 2 ee feu[i-e j 
soit un point M (z) : ON pose : F(M)=M,(z) 
o a 3 1 
orde fers et F,(M)=M,(2,) 
On sait que la composée de deux rotation est une jon a donc : 2, = ¿(2 + 1)et Z, = 12 +1 
T n elle E EA 
rotation (3 + g * 257) oniran pour ( ) ( ) 


2 —=1 +7 


Déterminons le centre de la rotation : R °R, ? z 


Le 2 


Le centre de la rotation est le point invariant : | 
pour F le seul point invariant est 


A IA E | 
2 2 2 2 afa- “jeton: 
LE ASE ai 
Donci DE 
2 1-1 4 4 Fe, a 
z =e? 2+01|1-e? 


On a: argi = [27] 
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donc F est la rotation de centre o [a = 


—1 +7 
2 
De même : pour F, le seul point invariant est 


Q, Ce 


donc F, est la rotation de centre : O, [o = 


T 
et d'angle : 5 


T. T. 


—? Y 
Ltijeton a 2.6 24040) 1 € 
2 


1+2 
2 


TT 
et d'angle : > 


Exercice 35 : Exercice 35 : Dans le plan 


complexe direct (0;i,j), on considère le point : A|donc : 


(2) et soit p une transformation qui transforme 


HS, ¿1-43 


2 


M(z) en Ma (z,) tel que z et 


soit H l'homothétie de centre A (2) et de 
Rapport k= 
apport k= 5 
V3 


Et soit: f =°- H 


1) montrer que f est une rotation dont on 
déterminera le centre et l'angle 

2) montrer que f° H`” =ọ 

Solution :1) 


Ona: A=ọ(A) a verifier( A est le seul point 


invariant par p )donc :l'écriture complexe de 


= (2-2)+2 


V3 


Pour tout point M(z) soit f (M 


lhomothétie H est 2, 


)=M' et M'(z') 
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o 34403 1- ¿4/3 


z + 
4 2 


3+ ¿4/3 
4 


Ona et on peut l'écrire 


(2, -2) 


sous forme: 2. -2 = 


alors : z -2= F Ta 

3 | 7 i 
Donc: 02H (2-2) et puisque: e 
alors : 7 -2=e% (2-2) 


f est une rotation de centre A (2) 
TT 
d'angle — 
j 6 


2)puisque: f =p > H alors: f ° H`” =(ọ° H) H” 
cad f°H'=p{H°H et et puisque: 
H>H” =1, alors: f oH” =p 


finalement y est la composée de la rotation de 


centre A (2) et d'angle ¿el 'homothétie H de 


centre À (2) et de Rapport k= + 


Exercice 36 : Le plan complexe est rapporté a un 
repère orthonormé direct R Oii,j) | 


Soit a un complexe non nul ; Pour tout nombre 


z de C \ (a), on pose: f,(z)=z'= 


1. Montrer que : 
f.(z)EiR & |z|? Re(a) = |a|? Re(z) 
2. Soit z un élément de C\ {a} 
on pose : |z - al = r et arg(z - a) = 0 [27] 
12 


a. Calculer | f, (z)- al en fonction de r est |a| 


b. Calculer arg( f, (z)- a) en fonction de 8 err. 


3. on pose a = -1 + i et considérons les 
ensembles des points M(z) définis par : 


37 
(D) =1M(z); argiz - a) ==> [2m] ; 


(C) = {[M(2); | f (2)- al =2) 


(E) = {M(z); f, (2) € iR} 


a) Déterminer les ensembles (€) et (C) et montrer 
que (D) est une demi droite d’origine A(a) privée 


de À et déterminer son équation cartésienne. 


b) soit z, un élément de C \ { a},et B(z,) 


tel que B € (D) N (C) ; écrire f, (z,) sous sa forme 


algébrique puis déterminer z, 


c) Construire les ensembles (D); (C) et (€) . 
4) Déterminer la représentation complexe de la 


rotation p de centre a et d'angle a 


5) Déterminer la représentation complexe de la 
translation t de vecteur u d'affixe a. 

6. Déterminer la transformation top et ses 
éléments caractéristiques. 


Exercice 37 : soit Z un nombre complexe non 
nul 


Montrer que : [2-1 <e- 1|+lzllarez 
Solution : soit Z € C ona: 
2-11=|2-12+(le)-1)]<|2-12] +/J2)-1 
On pose : z=Re” avec R>0 


Ona: z—|z| = Re”—R =R 


CR 0 @ of o 0 
i— i— —i— i— i— lb 
=Rle? | —e*e *+|=Rle?|e*-e ? 


eta 1 
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Donc : Iz -|z| =2R 


. 0 
sin — 
À 


Or on sait que : (sin x| < |x| VxeR 
Done ef < ll =lalarea 


Donc : |[z —1|< Es -1 +|z| arg z! 
Exercice38 :soit a et b et c des nombres 


complexes tels que : | =|b|=|c =1 


etajzcetbxc 


2 
1)Montrer que : (>) xTeR 


=bY 1 b 
2)en déduire que : a |- TOE 


c-a a 
b 2 Z 5 D o 
Solution : | S= x? = E — x£ 
C—a b \c-a b 
On a si: |z|=1 alors : Z== donc 
1i igoe 
c-b O at DEN 
C—a b |1 1 l |a-c a 
c q b ac 
D | 
(>) d cb a <2 
c-a} b |1 1| 1 \c-aj a 
c q b 


c=a 


2 
2)puisque : (>) «ER alors : 


c=b a 2 T 47 TOR TT 
Donc : 2arg| — |=-arg| — || z Im(S)=sin—-sin—+sin — puisque : — < — < — 
(+) Hg (5) 7 7 7 js tO Tr 2 
c-b\ 1 DNI Donc : De etona eo 
arg| —— $ o 7 7 1 
C— a 


Donc : Im(S)>0 
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Exercice39 :soit le nombre complexe z = e dl 
P 3)calculons S +T et SxT ? 


On pose: S=z+z" +2" et T=Zz +7 +z" 
S+T=2+7 +2 +7 +2 +7 
1)Montrer que les nombres S et T sont 


, S+T=(1+z+z° +z +2 +2 #20 )-1 
conjugués 


2) Montrer que : Im(S)>0 1-7! 
) Š (5) S+T = 


-1=-1 car z' =] 
l-z 


3)calculer S +T et SxT 
SxT=(2+7 +2 )(2 +7 +z“) 

4)en déduire les nombres $ et T 

De SKXT=Z +7 47 47 Elí 27 42" 


27 
k 7 
Solution: ona: z=8 * donc z =1 
Tera e ed ul 
7 2 
Ona z =l donc: =z e z? =z et" =z 


ji 
p" = | . == : 
Onasi: |z| alors : | donc : D a en E) 


1 1 1 1-2 


a =Z 
S =-+— +t- etona z =1 SxT =——+2=2 car:z' =1 

T ue Z l-z 

E l J l 4on a S+T =-1 et SxT =2 donc S et T sont 
Donc:% =7 et< A 1 
les solutions de l'équation : x° +1x+2=0 
dd Lan à à 
Donc : S=—+—+—=7 +27 +z =T Y 
DA z A=-7=(W71) 


En résolvant l'équation on trouve : 


Donc : les nombres S et T sont conjugués 
_—1+V7i E _—1-V7i 
2 2 


2) Montrons que : Im(S)>0 ? es LEA et on a Im(S)>0 
Ona: S=z+z +z" etz=e* Donc : s = = Vi ar = Ni 

2 4 8 
Donc Im(S)=sin = +sin+sin Exercice40 : Soit 


P(2)=(i-1)z -(Si-11)2? -(43+i)z+9+37i 

(5) =sin Z sin DE sin +) | 

7 7 7 1) Montrer que l'équation (E) : P(z) = 0 admet un 
imaginaire pur z, unique comme solution 
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2)déterminer les nombres complexes a;b;c tels 


que : P(z)=(z -z )(az’ +bz +e) 

3) Résoudre dans C l'équation (E). 

Solution :1) soit z = Ai avec4eR une solution 
imaginaire pur de l'équation P(z) = 0 donc : 


(i—1) z —-(5i-11)z, —-(43+i)z, +9+37i=0 


(i—1)(24i) —(Si-11)(Ai) —Ai(43+i)+9+37i=0 


Donc : 
(2? -114° +2+9)+5(4* +52? -434+37)=0 
2° —-114°+2+9=0 

a +527 -434+37=0 
On remarque que 1 est l'unique solution du 
système donc : z, =i est la solution imaginaire 
pur de l'équation P(z) = 0 
2) z, =i est une racine de P(z) donc P(z) 
Est divisible par z —1 
en faisant la division euclidienne de P(z)par z —1 
on trouve : 
P(2)=(2-¿)((6-1)2? +(10-6i)2 -37 +9i) 


Donc : a=i-1 et b=10-6i et c=—37 +9 
3) 


P(z)=0<(2-i)((5-1)z? +(10-65)2 -37+9i)=0 


(i-1)z" +(10-6i)z -37+9i=0 ou z-i=0 
On va résoudre l'équation : 


(i-1)z° +(10-6i)z -37+9i=0 (F) 
A'=(5-3i) -(1-1)(37+9i)=-12+16i 
A =-124+2x4x2i=(4i) +2x2x4i+(2) =(2+4i) 
Donc : une racine carrée de A’ est: 2+ 4i 
Donc : les solutions de (F ) sont : 
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Z, =5-—21 OÙ z, =3+41 

Donc les solutions de (E). sont : 

S ={5-—2i;3+4i;i} 

Exercice41 : Soit dans C l'équation : 

(E) 2z°—(1+2i)z° +(25i-1)z+13i=0 
1) Montrer que l'équation (E): P(z) = 0 admet une 
solution réelle z, à déterminer 


2) Résoudre dans C l'équation (E). 


Solution :1) soit z, =4 aveciekR une solution 


réelle de l'équation (£E).donc : 


22° —(1+2i)4*+(25i-1)4+131 =0 
Donc : (2° e -4)+i( 22 +254+13) =0 


2A? -A —A=0 
<> 
24 +254+13=0 


A = Oou à = 2 oin = 
<> 2 


24 +254+13=0 


l 
On remarque que À = => le seul vérifiant 


-24° +254 +13 =0 donc solution du système 


1 dias 
donc : z, = est la solution réelle de 


L'équation (E) 
2)on pose : 


P(z)=2z" -(1+2i)z" +(25i-1)z+13 


1 | 
Zo ==> est une racine de P(z) 


1 
donc P(z) est divisible par Z + > 


en faisant la division euclidienne de P (z) par 


Z+ > on trouve : 


P(z)= 2: G -(1+i)z+13i) 


Pa) =08 (2+1)? -(1+i)z +13i)=0 

On va résoudre l'équation : 

z” —(1+i)z+13i=0 (F) 

A=(1+5) -52i = -50i =(5(1-¿)) 
Donc : une racine carrée de A est: 5(1-i) 
Donc : les solutions de (F ) sont : 


Z; =-2+3% OÙ z, =3-21 


Donc les solutions de (E). sont : 
, „1 
5 {24322 
2 


« C'est en forgeant que l'on devient forgeron » 
Dit un proverbe. 


C'est en s'entraínant régulièrement aux calculs et 


exercices Que l’on devient un mathématicien 
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